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EXERCICE 1 : 


Soit la matrice A = 


de M n (IR) . 


f] 1 l 1' 

I 1 -1 -1 

1-11-1 
I -I -1 1 . 

I) Member que A est diagonalisable et determiner une base B - (e 3 , ej , e* , ej pennettant la 


diagonalisatioo de A de sorte que ]e$ coordonnees des ei soient parmi 0 ; 1 et-1 


2) a) A est elle inversible ? 
bj Calcuter A * 2 , 

c) Etudier la di agonal isation de A" a partir de oelle de A et retrouver le resultal precedent 

d) En d'iduire I'expression generate de A n pour n entier . 

3) a) On designs par E; , E: les sous-espaces propres de A , 

Determiner les matrices P| et Pj des projecteurs de 1R* (respectivement) sur E ( 
parallelement a Ei et sur Ei parallelement a Ei relativement a la base cano clique de IR\ 

2 

b) Calculer , pour ij dans {1^2}. P. P ; « I?; • 

L"l 

c) Ecrire les matrices de ces projecteurs dans la base B. 


d) En dedutre que A = Iv. OU X- « k \denrpnipre mrrE^riTtfant profit: Ej. 

i 

e) Retrouver aitisi [’expression de A 31 . 


EXERCICE 2 

L'espace vectoriel euclidian orients E de dimension 3 est rapporte a une base orthonormee 
directe (i ( j , k ). Un vecteur w de composantes (.a , b , c ) etant donne. on considere 
1' application qui. a tout vecteur v de E , assoc te le vecteur T(v ) = vaw . 


[) a) Montrer que T est un endomorph is me de E. 

b) Ecrire la matrice M de T par rapport a la base (i, j t k). 

c} Montrer que I'operateur adjoint T* de I verifie T* = - T . 
d) Calculer T' et exprimer T 3 en fonction de T. 

c) Determiner [e noyau de T et I'image de T.. 

-12 

1 1) Application: cm prend a = — , b = c = — 


a) ^fotllIa■(5uc1esv^cK^Jr5U - ^(2i - j + 2k), V = -(2i + 2j-k)Gm^ifiebaseortiiMomii&deIntT. 

3 3 

b) Montrer que (U, V, w) est une base orthonormee directe de E 

c) Calculer [a matrice de T par rapport a la base (U ,V i w ) 

d) Montrer que 0 est Y unique valeur propre re elle de T . 


Ill) Soit d un reel non mil 

a) Montrer que T +■ di est inversible 

b) On consider: rcndomoiphkne Rj de F. id qre Rd = (T +dI)‘\-T +dTjculetl 'endimoiphisme t mice de £ . 

Montrer que la malice Rj par rapport a la based _ j, k) est erthogenafe . 

c) Prouver que T pour w fixe, toutes les matrices Nj admettent un vecteur propre en 
commuit. 


EXERCICE 3 

Soicnt f et g les fonctions d'une variable reelle x definies par 


f(x)= jVVHtdt . -*W-f 


dt 


1) a) Determiner le domains de definition D de la fonction f, 

b) Donne r Is sens de variation de f , 

c) Quelles sont les limites de f aux homes de D ? 

d) Determiner un equivalent de ffx) qu&nd x tend vers 1 dans D 


(On pour r a introduce la difference \^M-i ). 
c) On suppose x <0* £n utilisanl une integration par parties, etablcr une relation cntie f{x) 
et f(x + 1), 

#) Calculer f(0) , f(-l) ,f(-l/2) et f(1/2). 

2) Determiner le domaine ds definition de la fonction g , 

3) On fixe x e ]-!,![ . 


a) Soit n un entier naturel .On pose I n = |J-ln t) n dt . Montrer que I n - 0 1 

b) Soit ct e]0,lj. Montrer que 

■ fo Vl + t VI + t 


dt 


X k 
x 


— (Justifier en particulier i'existence de certe somme). 

Fvi 


c) On pose pour a e]G,I] : 


S B Ca) 



(— lnt>“t 

vT+t 



Montrer que |a serie V converge umformement sur ]0, i] * 


d) Jmdajuircurx; explosion deg(x)comnie:3ainjned\iie.^ ^a^x * 1 . 

4) a) Pour x e D t exprimer f(x) en fonction de g(x). 

b) Trouver un equivalent de f(x) quand x tend vers -<*> . 

e) Montrer que fadmet in developpement en serie entiete dent on pradsera le rayon de conve^pce. 


EXERCICE 4 

Soil f une fonction reelle d’une variable redle, de dasse C\ et verifiant 
Jim x z f(x) = iim x 2 3 f{x)= lim x ! f(x) = lim x I f’(x) = 0 

H— I 1— M-* JI I < h-^£i s; — K-+-35 

1) Prouver que la fonction : x-> e" T " verifie les hypotheses ci-dessus . 

2 ) On pose pour tout reel y : <p(y) = I ”f(x)e -it!r dx . 

J-a? 

u) Dormer le domaine de definition de 9 { dest a dire Tcnsemblc dcs valeurs de y pour 
lesquelles f integral e considerees converge ). 
b} Que peut-on dire de 9 lorsque f est paire ? impairs ? 

i-» 

3) On pose g(x) = ^f{x~ 2k?i) +]Tf(x + 2kn;) . 

k=0 k-1 

a) Montrer que g est 2n~ periodique et de classe C l sur [0,2n | . 

b) Exprimer d l’aide de 9 les coefficients de Fourier de g . 


